Plicker €4 Grassmann

Tocka

U euklidskom prostoru ima oo® to¢aka, pa je polozaj tocke odreden s tri Kartezijeve
koordinate:

X = (2,9, 2).
U linearnoj algebri tocku poistovjeéujemo s njezinim vektorom polozaja (ili radijvekto-
rom, koji takoder ima tri komponente!)

Px = ZT+ §j+ 2k = (£,5,2) = T

U projektivnom prostoru tocku opisujemo ¢etirima homogenim koordinatama,

X=(w:xz:y:2),
ali je

x z

(w:z:y:z) = (1:5:%:5)5(1::7::@:2)
ako je w # 0. U projektivnom su prosirenju euklidskoga prostora onda z, i, z Kartezi-
jeve koordinate tocke. Ako je pak w = 0, onda je

Xo =V =0:2:y:2) = 0:mz:my:mz), m#0,

neizmjerno daleka tocka pravaca usporednih s euklidskim vektorom ¥ = (x,y, z). Bududi
da oo nizova cetiriju koordinata odreduje polozaj iste tocke, cetvrtom je koordinatom
dodano »samo« 0o? neizmjerno dalekih tocaka, te je broj tocaka u projektivnom prostoru
takoder 0o (0co*/o0 = 00®, 00 + 00? = o03). Cetvorka (0 : 0 : 0 : 0) ne oznacava
tocku, stovise, ta ¢etvorka ne oznacava nista; koordinate su ishodista (1:0:0:0), dok
su koordinate neizmjerno dalekih tocaka na osima z,y iz (0:1:0:0), (0:0:1:0) i
(0:0:0:1).

Mozemo uzeti i da su ¢etiri brojau (0: z : y: z) homogene komponente euklidskoga
vektora U = (x,y, z). Tada, medutim, (0:z:y:2) 1 (0:mx:my:mz) za m # 1 nisu
zapisi istoga vektora, nego je m 7 homogeni zapis (euklidskoga) vektora md. Za razliku

od neizmjerno dalekih to¢aka, vektora u prostoru ima oo®

Zlorabedi pomalo nacin biljezenja pisat ¢emo i X = (w : i"), gdje je T = (z,y,2) i
gdje moze biti w = 0 (pa je tada X = 7). Takav ¢e nam zapis omoguditi primjenu
»klasi¢nih« linearnoalgebarskih operacija.

Pravac kao spojnica dviju toc¢aka

Homogene koordinate zadanih tocaka X; i X, zapisat ¢emo kao komponente redaka
matrice f:

f = (wl 1 Y1 Zl) _
- )
Wy T2 Y2 22

L Vektore Z7%, §7, Z k nazivamo vektorskim, a brojeve Z, ¥, Z skalarnim komponentama vektora.




ta je matrica jedan od zapisa pravca f koji prolazi tockama X; i X,. Pliickerove koordi-
nate pravca f determinante su drugoga reda kojima su stupci po dva stupca te matrice.
Ako su indeksi stupaca matrice 0,1,2 i 3 i ako determinantu kojoj su stupci stupci i i j
matrice oznacimo s f; ;, bit ¢e

f = (fo,l : fo,z : f0,3 : f2,3 : f3,1 : fl,z)

(1) (2) (3)
w, I
Wy T2

"w1 Y1 21 I
= (w1$2—w2561 PWY2 — WYy P Wi R — W2z

1 Y

Wy Y2 Wy 22 Y2 29 Z2 T2 T2 Y2

‘wl 21

. ‘yl 21

)

P Y1Z2 — Y221 1 21T — 2277 $1yz—$2y1)-
Ako su X; = (w1 :3_51) 1 Xy = (wz : 9_52), onda je, sazeto,
f = (wli’g—wﬂ:’l : fl X 52) = (f f_)m/o)

Tako je Pliickerovih koordinata pravca Sest, pravaca u prostoru ima oo. (Toéaka

ima oo? 3. 002 = 00®. Medutim, svaki pravac

prolazi kroz oo totaka, te je broj pravaca oo®/oo = 0o?.) Bududi dasu (w:z:y:z2) i
(mw : mz : my : mz) homogeni koordinatni zapisi iste tocke,

f = (fo,l : fo,z : f0,3 : f2,3 : f3,1 : fl,z)
= (mfo,l tmfoa tmfos mfas o mfan mf1,2)
= m(fo,l D fo2 ¢ fos i Ses  fan f1,2) = mf,

Sto znaci da su Pliickerove koordinate pravca homogene (006 Joo = 005).

. Svakom to¢kom prolazi co? pravaca: oo

Uvrstavanjem se moze pokazati da je

for fa3 + foo2 fa1 + fos fiz = 0.

Sest »slucajno« odabranih brojeva svrstanih u koordinatni zapis (a : b:c:d:e: f)
bit ¢e Pliickerove koordinate nekoga pravca (ako i) samo ako zadovoljavaju Pliickerovu
jednakost

ad + be +cf = 0.

Tim se uvjetom, uz uvjet homogenosti, broj neovisnih koordinata pravca svodi na cetiri,

te je broj Pliickerovim koordinatama odredivih pravaca jednak broju pravaca u pro-

storu, oo?.

Sila
Ako je F = (Fy, Fy, F,) vektor sile ?koja djeluje u tocki X = (z,v, 2), onda je
— 1 =z z
7 - Yy
0 F, F, F,
= (1-Fx 1 Fy 1. F, : yF,—zF, : 2F, —2F, : xFy—yFm)
= (Fx:Fy:Fz:Mx:My:Mz).



Tako izracunanih Sest koordinata nazvat ¢emo Pliickerovim koordinatama sile. Prve su
tri Pliickerove koordinate skalarne komponente vektora sile F', dok su druge tri koordinate
vrijednosti momenata sile oko ost x, y i z.

Ako je F,=nF = (nFy, nkF,, nF,) vektor sile 7., koja djeluje u istoj tocki, onda

?_126 Y z
" \0 nk, nky, nkF,

= (nF, : nF, : nF, : nM, : nM, : nM,) = n .

je

Pluckerove koordlnate sile ujedno su i Pliickerove koordinate pravca njezina dJelovanJa
No dok su 7 i n F Pliickerovi koordinatni zapisi istoga pravca, pravca djelovanja sila Fi

n¢ , sile se, dakako, razlikuju ako n # 1. Na pravcu ima oo sila, pa je broj sila u prostoru

0ot - 0o = o0,

Homogene su koordinate neizmjerno daleke tocke pravca f i probodista toga pravca
s koordinatnim ravninama yz (ili = 0), zz (i y = 0) i xy (ili z = 0)

Foo = ( 0 for+ Jfozt fo3),
.{Fyz = (—fo,l : 0 f1,2 : —f3,1)7
Fow = (—f0,2 : —f1,2 0 f2,3),
Foy = (=fos: fsx: —faz: 0).

Ako je f pravac djelovanja sile ?, onda su

Tooz(O: F, . F,: Fz),

Tyzz(—Fx: 0 : MZ:*My)=<1: O:*Mz:

M,

F,
Foo = (=F, : =M, : 0: Mx)=<1: Mz: 0:—%),

Fy
fxyz(—Fz: M, : =M, : 0):(1;_ >

Ravnina odredena trima tockama ili tockom i pravcem

Implicitna je jednadzba ravnine u euklidskom prostoru, izrazena u Kartezijevu koor-
dinatnom sustavu,

d+ax +by+cz =0.
Mnozenje s w,

dw + awx + bwy + cwz = 0,
daje homogenu jednadzbu te ravnine u projektivnom prostoru:

dw + ax + by +cz = 0.

U drugi, treé¢i i cetvrti redak determinante Cetvrtoga reda upisat ¢emo homogene
koordinate zadanih tocaka X, X5 i X3, a u prvi redak koordinate varijabilne tocke X.
Determinantu ¢emo razviti po prvome retku:
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Izraz dobiven izjednacavanjem razvoja s nulom ima oblik jednadzbe ravnine,
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pa je, sazeto zapisana, jednadzba ravnine odredene trima tockama

woxr Yy =z
wr r1 Y1 A -0
W2 T2 Y2 <2 .
w3 T3 Ys =3

Koeficijente a, b, ¢ i d u jednadzbi ravnine mozemo smatrati (homogenim) koordina-

tama ravnine i uvesti koordinatni zapis ravnine (analogan koordinatnom zapisu tocke):

w T1 Y1 <
a=(d:a:b:c)=|wy T2 Yo 2
w3 T3 Ys <3
I Y1 A
= T2 Y2 z2 -
T3 Ys =3
[1,2,3]
(0)
wy T1 21
Wy T2 Z2
Wz T3 Zz3

[0,1,3]
(2)

wy Y o~
W2 Y2 22
w3 Y3 Zz3
[0,2,3]
(1)
w1 T1 Y
—|W2 T2 Y2
w3 T3 Y3

[0,1,2]
(3)

Determinante tre¢ega reda u koordinatnom zapisu ravnine (koordinate ravnine) razvit

¢emo po prvim redcima:



Y2 22 T2 Z Lo Y2
a = | - + 2
Ys 23 T3 Z3 T3 Y3
Y2 22 Wy 22 Wz Y2
— | W1 - 21
Ys 23 w3 Z3 w3 Y3
T2 22 Wy 22 Wy T2
w1 — 21
T3 Zz3 w3 23 w3 T3
T2 Wy Y2 Wy T2
— | Wy — X1 .
T3 Y3 w3 Y3 w3 T3

Determinante drugoga reda koordinate su pravca ][(2 5 odredenoga tockama X i X3, pa je

a = (o1 fo5" —n 15 + 205 0 —lofo3” — n f5 + 2 fe5]

wy 1(,2?;3) - I f0(23) + 2 (23) : _[wl 1(,33) - f[)(QS) + U (23)])

= (mifo3” + 577 + 2 £ 0 o B3 Y fod” - a1 fes”
—w f3(,21’3) + 21 fo(,zfg) — I fo(,23’3) LWy f1(,33) + T fo<223) — U fo(zld))
Ako su X; = (w1 :551) i f(m) = (f<2 5 - fm/o) onda je, sazeto,
o = (I f;(f/o : frf/z) + T X [ ).

Koordinate a, b i ¢ skalarne su komponente vektora okomitoga na ravninu o, pa
mozemo sazetije pisati

a=(d:a:b:c)=(d: ).

Tocka (Z, 9, z) = (w:2x :y:z) lezi uravnini (d : a : b : ¢), a mozemo reéi i da
ravnina (d:a:b:¢) prolazi tockom (w:x:y: z), ako koordinate tocke zadovoljavaju
jednadzbu ravnine:

d+azr +by+cz=0 (Kartezijeve koordinate),
dw + ax + by +cz =0 (homogene koordinate?),
dw + 7T =0 (sazetiji linearnoalgebarski zapis).

wy T1 Y1 2
Wy T2 Y2 22

tockom X ako tom totkom i tim pravcem nije odredena ravnina:

Tocka X = (w:z:y:z) lezi na praveu f = ( ) ili pravac f prolazi

2 . ili, dualno, ako koordinate ravnine zadovoljavaju jednadzbu tocke.

3 Ako je tocka X tocka pravca f, kao odredbeni element ostaje samo pravac, a on je nosilac pramena
ravnina (u kojem ima oo ravnina).



woxr Yy z
wy, v y1 x| =(0:0:0:0)*
Wz T2 Y2 22
ili, ako je pravac zadan Pliickerovim koordinatama,
($f2,3 +yfa1 +2figr —wfosz + yfosz — 2foe
—wfz1 + 2 fo1 — 2oz 1 —wfiz + x fo2 — yfo,l) = (0:0:0:0),

ili, sazetije,
= ( fujo + —w o + Tx f) = (0: ).

Pravac kao presjeénica dviju ravnina

Dualni postupak zadavanju pravca kao spojnice dviju tocaka zadavanje je pravca kao
presjeCnice ravnina o i Q:

i dl aq bl C1
f B (d2 az by Cz>
. dl aq . dl bl
B d2 (05} ’ d2 b2
= (fo,l : fo,z : ]Fo,s : f2,3 : f3,1 : f1,2)§
5

dualne je koordinate Pliicker nazvao osnim koordinatama®.

di by a; by

dy o

1 ay

b2 (&) Cy Q9 (05} bQ

Linearnoalgebarski zapis

_][ = (dlﬁag — dgﬁal . 7_’)La1 X ﬁQQ)
pokazuje da su koordinate f 3, ‘]?371, f1,2 komponente vektora koji je okomit na vektore
normala Ti,, 1 T, ravinina o i ag, pa je taj vektor vektor smjera pravca f. Moze se
vidjeti i da su koordinate fo 1, fo2, fos komponente vektora koji je usporedan s ravninom
usporednom s vektorima normala, Sto znaci da je okomit na vektor smjera, pa se moze
naslutiti da taj vektor ima ulogu momenta pravca u odnosu na ishodiste.

Veza je osnih i »obi¢nih« koordinata pravca
f= (f2,3 : f3,1 : f1,2 : fTo,1 : fo,Q : ﬁ),3)
= (f(],l Dozt ozt fest fan f1,2)-

Koordinate su ravnine odredene pravcem i ishodistem i ravnina kroz pravac okomitih
na koordinatne ravnine

oy = ( 0: ﬁm : f0,21 fo,s) = ( 0: faz o fan f1,2)7

4 Kao §to ne postoji tocka s koordinatama (0 : 0 : 0 : 0), ne postoji ni ravnina s tim koordinatama.
Koordinate su neizmjerno daleke ravnine (1:0:0:0), dok su koordinate koordinatnih ravnina yz, zx i
2y (0:1:0:0), (0:0:1:0)1(0:0:0:1).

5 »Obic¢ne« koordinate pravca, uvedene na stranici 2, Pliicker je nazvao koordinatama zrake. Rije¢ je o
kinematickoj metafori/analogiji: pravac kao presjeénica dviju ravnina os je rotacije koja jednu ravninu
prevodi u drugu, dok je pravac kao spojnica dviju tocaka zraka koja jednu tocku prenosi u drugu.




ay, = (_f(),l ;0 fio - —f371) = (—f2,3 0 fos - —fo,Q),
Ao = (_JEO,2 : —f1,2 N JE2,3) = (_f3,1 : —fo,s 0 fO,l)u

Ay = (—fo,S : f3,1 : —f2,3 : 0) = (—f1,2 : f0,2 : —fo,l : 0)-

Tocka kao sjeciste triju ravnina ili kao probodiste pravca i ravnine

U homogenoj jednadzbi
dw +ax +by +cz =0

cetvorke su brojeva w, x,y, z i d, a, b, ¢ »ravnopravne«. Uzmemo li da su w, x, y, z
varijable, a d, a, b, ¢ konstante, to je jednadzba ravnine: tocke, koordinate w, x, y, 2z
kojih zadovoljavaju tu jednadzbu, leze u ravnini kojoj su koordinate d, a, b, c. Mozemo,
medutim, uzeti i da su w, z, y, z konstante, a d, a, b, ¢ varijable; tada dobivamo jed-
nadzbu tocke: ravnine, kojima koordinate d, a, b, ¢ zadovoljavaju tu jednadzbu, prolaze
tockom koordinate koje su w, x, y, z.

Izjednacimo li s nulom determinantu ¢etvrtoga reda kojoj su komponente prvoga
retka koordinate varijabilne ravnine «, a komponente drugoga, treéeg i cetvrtog retka
koordinate zadanih ravnina o, as i a3, dobit ¢emo jednadzbu tocke X u kojoj se te tri
zadane ravnine sijeku:

d a b c
di ap by o
dy az by o

d3 a3 bs c3

Razvoj determinante po prvome retku,

a, by di b o
d-las by | —a-|dy by ¢
az b3 c3 dz b3 c3
di ay di ar b
+b-|dy ay co| —c-|dy ay by| = 0,
d3 az c3 dz az b3

pokazuje da su dobivene detemernante tre¢ega reda, s odgovaraju¢im predznacima, ko-
ordinate tocke X u kojoj se sijeku ravnine o, o i ag:
di a1 b o
X=(w:z:y:z)=_[d as by ¢
d3 a3 b3 c3

a by d b «a
= a9 bg Co| I — dg bg Co
az bs c3 ds bs c3

[1,2,3] [0,2,3]
(0) (1)



di ar
dy as c
d3 as c3

[0,1,3]
@)
Nastavimo li s razvojem determinanata,

xz<m222+mz(;+q222
A R e e b
S R e R b
s R B

u dobivenim determinantama drugoga reda mozemo prepoznati koordinate, osne ili »obi¢nex,

pravca u kojem se sijeku ravnine o i o,
F(23) F(23) £(2,3)
X (a1f273 + b1f31 + 01f12

23

_ alf(23

(23) +c (2 3)

(2,3) (2 3)
—d1 fO + — a

3>+b1

(a £

(2,3)
1,2

ili, u sazetijem linearnoalgebarskom zapisu,

X = (g T8+~ F2 4 Ty % o) =
= (ﬁal “fen 1 —dy f(2,3> + o, X n(f/g)
Pravac

f = (f?,g : f73,1 : f1,2 : f0,1 : fo,Q : fo,s) =

pravca i te ravnine nije odredeno®:
(af2,3 + bf3,1 + Cf1,2
—d fs1 + cfor — afos
=(0:0:0:0)
ili
(af0,1 + b fo2 + cfos :
—d fo2 + Cfo3 — afipo
=(0:0:0:0)

) = (w:

d

ds

by
bs

a2

a3

a2

).

as

(w

—df2,3 + bfo,:s - Cfo,z
—d fi2 + afop — bf(],l)

—d foq + bfia — cf3n
—d fo3 + af31 — bfz,:s)

a1
a2
as

[0,1,2]

7).

6 Ako pravac lezi u ravnini, sve su njegove tocke, njih oo, »probodistax.

. _d f(23 + b f(2 3) c f()(éfi)
D —d fi5 4 an foy” — 0 for”)
. _dl f(2 ,3) + bl f1(72273 o le(2 ,3)

. (2,3) (2 3) (2 3)
—d1 fO + a; — b1 )

(fo,l : f0,2 : fo,g : f2,3 : f3,1 : fl,z)

lezi u ravnini a = (d:a:b:c¢) ili ravnina a prolazi pravcem f ako probodiste toga



ili, sazetije,
(ﬁa- ]? : —d]?—i- T X fm/o) = (O : 6)

Moment pravca oko pravca
Moment pravca f oko pravca g definiran je izrazom
myy = fo1923 + fo2931 + fozg12 + fe3g01 + f31902 + f12903

= f'gm/o + fm/o'ﬁ-
Kako je

FGmjo + Fujo G = fnjo G+ F-Gmjo = G- fonjo + Gmjo- 1>
istim je izrazom definiran i moment my/; pravca g oko pravca f.

Izraz za moment pravca oko pravca razmjerno je lako izvesti linearnoalgebraski, uz
staticku interpretaciju. Vektor f poistovjetit ¢emo s vektorom sile F koja djeluje na
praveu f, a vektor fm/o s vektorom momenta te sile oko ishodista. Poznato je da je
vektor momenta sile F oko neke tocke G na praveu g

fm/G = fm/o + ?O/G X f = fm/o - ?G X f7
gdje je 7o,c polozajni vektor ishodista O u odnosu na tocku G, a 7o = Tg0 = —Tos

polozajni vektor tocke G' u odnosu na ishodiste, odnosno radijvektor tocke G. Orijen-
tirana je duljina ortogonalne projekcije vektora f,,,; na pravac g, pomnozena duljinom

vektora ¢,
E'fm/e = g'(fm/o_?c;xf) = ﬁ'fm/o—ﬁ-(ﬂ;xf)
= g']?m/o - (ngG)'J?: §'fm/o + (?Gxg)f

=G Jwjo + Gmjo F = [ Gmjo + Funjo " 4.
Pravci £ 1 g se sijeku ako je moment jednoga oko drugog jednak nuli:
Joi 923 + fo29s1 + fozgi2 + f239010 + f31902 + fi2003 = 0
ili, sazeto,

f‘gm/o + fm/O'§ = 0.

Tocka kao sjeciste pravaca f i g (ako se ti pravci sijeku)

Postavimo li jednim pravcem neku ravninu, mozemo upotrijebiti prijeizvedeni izraz
za probodiste pravca i ravnine.

Primjerice, ravninu mozemo postaviti pravcem f i ishodistem i odrediti probodiste
pravca g 1 te ravnine:

X = (f2,3 go1 + fa1902 + fi2903 @ f31912 — f12931
: f1,2 g23 — f2,3 gi1,2 - f2,393,1 - f3,1 92,3)

= (]?m/o‘g : J?m/o ><gm/o)-



Ravninu, naravno, mozemo postaviti i pravcem g i ishodistem te naéi probodiste pravca f
1 te ravnine:

X = (92,3 Joi + 931 fo2 + g12fo3 1+ 931 12 — G912 f3a
Y 91,2 f2,3 — 923 f1,2 923 f3,1 — 931 f2,3)
= (ﬁm/o - f .am/o X fm/o)‘
Izvedeni izrazi nisu primjenjivi ako su oba pravca u istoj ravnini kroz ishodiste. Tada
je fmo || Gmjo, Paje fumo X Gmo = 0. Kako su uvijek fijo L f i Gmpo L g, bit ée

tada i gm/o 1 f 1 fm/O 1 § ia Stoga, 1 fm/o : g)m/o = .Z])m/o : fm/o = 07 pa 1zrazi daju
(0:0)=(0:0:0:0).

Pravcem g mozemo tada postaviti ravninu okomitu na koordinatnu ravninu zy; pro-
bodiste je pravca f i te ravnine

X = (90,2 f0,1 — Jo,1 f0,2 912 fo,l — Jo,1 f1,2
D g12fo2 — Goz 12t g12fo3 + Go2f31 + goa f2,3)'

No, prolazi li ta ravnina ishodistem i ako je u njoj i pravac £, nemamo srece.

Postavimo li pravcem g ravninu okomitu na ravninu zz, probodiste je pravca f i te
ravnine

X = (—90,3 Jox + go1fos 931 for — goa fan
D931 foo + go1faz + gozfi2 931 fo3 — go3 f3,1)§

postavimo li pak pravcem g ravninu okomitu na ravninu yz, bit ¢e
X = (90,3 fo,z — go,2 fo,3 G233 f0,1 + go3 f1,2 + go2 f3,1
D 923 fo2 + g2 fas ¢ 923 fos — 903 fas).

Ravnina odredena pravcima f i g (ako se ti pravci sijeku)

Uzmemo li jedan pravac i neizmjerno daleku tocku drugoga, mozemo upotrijebiti
prijeizvedeni izraz za ravninu odredenu tockom i pravcem:

o = (fO,l 923 + fo2931 + fo3g12
: fo,2 do,3 — f0,3 go,2 - fo,3 doa1 — f0,1 go,3 - fo,1 Jo2 — fo,z 90,1)
= (90,1 J23 + go2 f31 + o3 fi2
- go2 f0,3 — go,3 fo,2 © 903 fo,l — go,z f0,3 © goa f0,2 — go,2 fo,l)
= (f Gwio = Fx3) = (§-Fuio = % F).

Izraz nije primjenjiv ako su pravci f i g usporedni. Tada je f | g &td.
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